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СЕКЦИЯ 1. 

МАТЕМАТИКА 

 

1.1. ВЕЩЕСТВЕННЫЙ, КОМПЛЕКСНЫЙ 

И ФУНКЦИОНАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ 

 

ОБ ОДНОМ АНАЛОГЕ ФОРМУЛЫ ПЛАНШЕРЕЛЯ 

ДЛЯ ВЕЙВЛЕТ-АФФИННОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

Сыздыкова Айжан Толегеновна 

старший преподаватель кафедры математики и информатики 
Павлодарского государственного университета им. С. Торайгырова,  

Республика Казахстан, г. Павлодар 
E-mail: aizhan-syzdykova@yandex.ru 

 

ON AN ANALOGUE OF THE PLANCHEREL’S FORMULA 

FOR A WAVELET-AFFINE TRANSFORMATION 

Aizhan Syzdykova 

senior teacher of Mathematics and Informatics 
Department S. Toraighyrov Pavlodar State University, 

Republic of Kazakhstan, Pavlodar 

 

АННОТАЦИЯ 

Целью данной статьи является ознакомление читателей возмож-

ностями теории локально компактных групп в ее теоретическом 

и практическом применении. В современном математическом мире 

методы, используемые в гармоническом анализе, становятся все более 

актуальными. На основе теории квадратично интегрируемых 

представлений локально-компактных групп, были получены 

результаты, имеющие связь с теорией непрерывного вейвлет-

mailto:aizhan-syzdykova@yandex.ru
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преобразования. В работе представлена теорема Планшереля 

для вейвлет-аффинного преобразования, которую можно рассмат-

ривать как многомерное непрерывное вейвлет-преобразование.  

ABSTRACT 

The aim of this article is to show readers the opportunities of the theory 

of locally compact groups in their theoretical and practical applications. 

In the modern mathematical world the methods used in harmonic analysis 

are became more and more actual. By the theory of square integrable 

representation of locally compact groups, the results having communication 

with continuous wavelet transform were received. In this work Plancherel's 

theorem for the wavelet-affine transformation which is considered 

as multidimensional continuous wavelet-transform is submitted. 

 

Ключевые слова: аффинное преобразование; непрерывное 

вейвлет-преобразование.  

Keywords: affine transform; continuous wavelet transform. 

 

1. АФФИННОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ 

Как известно в вейвлет-преобразовании в качестве входа 

используются функции 

2f L
, а на выходе получаются функции 

: CWf A H 
, где множество H  является множеством 

параметров сжатия (растяжения), Aмножеством параметров сдвига. 

В такой ситуации для установления формулы Планшереля, возникает 

необходимость определения скалярного произведения для функций 

: Cu A H 
. Определение скалярного произведения напрямую 

зависит от определения меры на множестве A H .  

Рассмотрим аффинное преобразование , 

соответствующее правилу  

 

( )x x x vT M  
, 

 

где , M  обратимая матрица, т. е. . 

В виде матрицы перехода в однородных координатах запишется  
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( )

1 1 1

x v x

0

T M    
    

      
 

такое представление аффинного преобразования используется 

в компьютерной графике. Представление матричного перехода можно 

записать в виде уравнения: 

 

y Ax
,                                             (1) 

 

где . Левая часть уравнения (1) 

представляет собой преобразованный вектор, правую же часть 

уравнения в теории групп еще называют действием группы 
,H 

 

на группе , или действием группы на элементах данного 

пространства. Элементы группы H  также записывают в виде  

 

[ , ]
1

v
v

0

M
M

 
  
  , (2) 

 

которые являются преобразованиями с групповой операцией 

умножения (в данном контексте понимается как композиция 

преобразований): 

 

[ , ][ , ] [ , ]v u v uM B M MB 
.                      (3) 

 

Т. о., можно рассматривать преобразования 
[ , ]v M

 

как элементы аффинной группы  

с операцией (3), где « s » понимается в смысле полупрямого 

произведения групп [3]. В группе  единичным элементом 
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является 
[ , ]0 E

, обратным для элемента 
[ , ]v M

 является элемент 
1 1[ , ]vM M 

. 

Т. к. пространство  является абелевой группой относительно 

сложения векторов, то инвариантной мерой на группе  является 

Лебегова мера, т. е. для любой интегрируемой функции интеграл  

 

 
 

понимается как интегрирование в смысле Лебега и инва-

риантность понимается как  

       (4) 

 

Тогда [2] для   

 

              (5) 

 

В случае интегрирования в группе  инвариантной 

мерой (точнее левоинвариантной мерой) является мера Хаара, тогда 

для   

 

,               (6) 
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где , 

для которой [1] инвариантность понимается как 

 

.      (7) 

 

Теперь можно определить инвариантную меру в группе 

. Для  интегрирование в группе 

понимается как [5]  

 

. (8) 

Тогда скалярное произведение запишется следующим образом, 

для   

 

.           (9) 

 

2. НЕПРЕРЫВНОЕ ВЕЙВЛЕТ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ 

В МНОГОМЕРНОМ СЛУЧАЕ 

Многие авторы в своих работах для описания непрерывного 

вейвлет преобразования в многомерном случае используют теорию 

квадратично интегрируемых представлений локально компактных 

групп [4]. 

Пусть , и пусть 


 

представление группы , действующей в гильбертовом 

пространстве , определенное по правилу 
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1/2 1

[ , ][ , ] ( ) | det | ( ) : ( )
u

u x x u xAA A A      
, 

 

. Нормирующий 

множитель выбран так, чтобы с учетом (4) и (5) 

 

 
 

т. е., 

 

[ , ] 2 2|| || || ||
u A 

. 

 

Т. о., представление 


 группы  представляет собой 

сжатие (растяжение) и сдвиги функций . Такое 

представление является квадратично интегрируемым представлением 

группы  [5]. 

Преобразование Фурье функций [ , ]u A
 имеет вид 
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где 
*A  транспонированная матрица. 

Пусть  фиксирована и пусть , 

вычислим скалярное произведение 

 

 
 

где . Обозначим 

. Рассмотрим скалярное произведение 

, согласно (9) 

 

 
 

Как мы видим из последней строки вычисления, если выражение, 

стоящее в скобках удовлетворяет равенству: 
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,                   (10) 

 

то получаем аналог формулы Планшереля 

 

 
 

Выражение  называется вейвлет-

аффинным преобразованием функции . Условие (10) 

называется условием допустимости или еще вейвлет-условием.  

Теорема. Пусть  удовлетворяет условию 

 

, 

 

тогда для любых  выполняется 
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1.2. ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 

СТАТИСТИКА 

 

ОБ ОПТИМАЛЬНОМ ЧИСЛЕ  

РАВНОВЕРОЯТНЫХ СТОЛБИКОВ ГИСТОГРАММЫ 

Бардасов Сергей Александрович 

канд. физ.-мат. наук, доцент 
Тюменского государственного университета, 

РФ, г. Тюмень 
E-mail: sbard@mail.ru 

 

ABOUT OPTIMAL NUMBER  

OF EQUIPROBABLE HISTOGRAM BARS 

Sergey Bardasov 

candidate of Science, assistant professor 
of Tyumen State University, 

Russia, Tyumen 

 

АННОТАЦИЯ 

Рассматривается вид зависимости оптимального числа m  

равновероятных столбиков гистограммы от объема выборки n . 

Для анализа используется информационный критерий Акаике. 

Примеры показывают, что при большом числе наблюдений число 

интервалов m  зависит от n  по степенному закону. Однако величина 

показателя степени зависит от вида функции плотности вероятностей. 

ABSTRACT 

The type of dependence of optimum number m  of equiprobable 

histogram bars on the sample size n  is considered. For the analysis 

information criterion of Akaike is used. Examples show that at a gross 

sample the number of histogram bins depends on n  as a power function. 

However the size of an exponent depends on a type of probability density 

function. 
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Ключевые слова: гистограмма; информационный критерий 

Акаике. 

Keywords: histogram; Akaike information criterion. 

 

Если длины столбиков гистограммы равны, то упрощение 

критерия Акаике при большом числе наблюдений приводит 

к критерию [1]:  

 














 










 n

m

n

n
mm

m

i

i

m

   maxarg*
1

2

.               (1) 

 

Полагая, что 










n

ni

 равно вероятности попадания в i -ый 

интервал гистограммы и переходя от числа интервалов m  к их 

длине h , можно показать, что оптимальное значение h  определяется 

критерием 
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Приравнивая к нулю производную по h , получим известный 

результат Скотта [2]:  
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
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
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            (3) 

 

Формула (3) первоначально была получена методом 

интегральной среднеквадратической ошибки. Следовательно, в случае 

равных интервалов длина (число) столбиков гистограммы обратно 

пропорциональна (пропорционально) корню третьей степени из числа 
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наблюдений. Представляет интерес рассмотреть характер подобной 

зависимости, когда длины интервалов будут различны. 

Рассмотрим случай равновероятных интервалов. Такие интервалы 

часто применяют в случае сильно неоднородных распределений. 

Информационный критерий Акаике [3] для гистограммы имеет вид: 

 

  
n

m

n

mL 2ln2


 .                             (4) 

 

где:   n  — объем выборки; 
m  — число столбиков гистограммы; 

 mL
 — функция правдоподобия модели (гистограммы).  

Множитель 2 в формуле (4) имеет историческое происхождение, 

в дальнейшем его учитывать не будем. 

Функция правдоподобия модели имеет вид: 
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где hi  — длина интервала i -го столбика, 
mi ,1

. 

Логарифмируя функцию правдоподобия, получим 

 

      . ln lnln
1

mnh
m

n
mL

m

i
i  

  
 

Тогда для оценки оптимального числа интервалов гистограммы 

получим: 
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    .   ln   ln 
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
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
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Как показывают нижеследующие примеры при больших объемах 

выборки вид асимптотической зависимости числа столбиков m  

гистограммы с равновероятными интервалами неодинаков 

для различных распределений. 

Пусть плотность распределения имеет вид: 
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Разделим отрезок 
 1;0  

 на m  частей, имеющих длины 

hhh m,...,, 21 , которые при большом объеме выборки можно 

оценить из условия:  
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Согласно (7) получим  
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Следовательно, оптимальное число групп *m , находится 

из условия: 
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Оценим выражение 
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Заметим, что  
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Оценим сумму 

 1ln
2


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m

i  по формуле Эйлера-

Маклорена: 

 

   
   

    2
!22

2 2

22

gmg
Bgmg

dxxgig

mm

i




 
  . 

     


mm

i

dxxxii
mm

22

 1ln1ln 
11

 

   
 

 
12

1

2212

1

2

12ln1ln

2









xxx

xx

xmm

mm
m

 
 

Вычисляя, получим: 
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После упрощений и разложения в ряд по степеням m

1

, 

с точностью до величин порядка m

1

, имеем: 
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Приравняем производную к нулю, тогда оптимальное число 

интервалов будет равно 
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Пусть плотность распределения имеет вид: 
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В этом случае длины интервалов определяются из условия: 
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Следовательно, оптимальное число групп *m , находится 

из условия: 
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Проведем вычисления 
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Разлагая показательную и степенную функции по степеням m

1

, 

получим: 
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Приравняем производную последнего выражения к нулю, 

получим: 
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Тогда число интервалов гистограммы для функции плотности (5) 

при большом числе наблюдений равно: 
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n
m 

.                                          (10) 

 

Таким образом, в рассмотренных примерах согласно критерию 

Акаике в случае равновероятных интервалов зависимость числа 

интервалов гистограммы от объема выборки при большом числе 

наблюдений приближенно подчиняется степенной зависимости. 

Однако величина показателя степени зависит от вида функции 

плотности распределения вероятностей.  
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АННОТАЦИЯ 

В статье представлен алгоритм решения геометрических задач, 

приводящих к дифференциальным уравнениям первого порядка, 

и рассмотрена его реализация в системе Maple. 

ABSTRACT 

The article presents an algorithm for solving geometric problems 

leading to differential equations of the first order, and its realization in Maple 

system. 

 

Ключевые слова: компьютерное моделирование; дифферен-

циальное уравнение; геометрическая задача. 

Keywords: computer simulation; differential equation; geometric 

problem. 

 

В компьютерном моделировании дифференциальные уравнения 

занимают особое место. Математическое исследование какого-либо 

реального явления или процесса часто приводит к решению таких 

уравнений, поскольку сами законы, которым подчиняется то или иное 

явление или процесс, записывают в виде дифференциальных уравнений. 

В курсе «Компьютерное моделирование» для бакалавров 

по направлению 050100.62 «Педагогическое образование» рассмат-

риваются геометрические задачи, приводящие к решению дифферен-

циальных уравнений первого порядка [1]. 

Выделим основные типы таких задач (по [2, с. 158—161]): 

1. задачи, приводящие к решению уравнений с разделяющимися 

переменными (например, найти кривые, у которых точка пересечения 
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любой касательной с осью абсцисс имеет абсциссу, вдвое меньшую 

абсциссы точки касания); 

2. задачи, приводящие к решению однородных уравнений 

(например, найти кривые, у которых поднормаль равна разности 

между модулем радиус-вектора кривой и абсциссой точки касания); 

3. задачи, приводящие к решению линейных уравнений 

(например, найти кривые, у которых площадь трапеции, ограниченной 

осями координат, касательной и ординатой точки касания, есть 

величина постоянная, равная 3a2); 

4. задачи, приводящие к решению уравнений, не разрешённых 

относительно производной (например, найти кривую, проходящую 

через начало координат и такую, что отрезок нормали к ней, 

отсекаемый сторонами первого координатного угла, имеет постоянную 

длину, равную 2); 

5. задачи, приводящие к уравнениям, допускающим понижение 

порядка (например, найти кривые, у которых радиус кривизны обратно 

пропорционален косинуса угла между касательной и осью абсцисс). 

Рассмотрим алгоритм решения геометрических задач, 

приводящих к дифференциальным уравнениям первого порядка: 

1. построить чертёж в декартовых или полярных координатах; 

2. обозначить искомую кривую через y = y(x) (если задача 

решается в прямоугольных координатах) и выразить все упоминаемые 

в задаче величины через три величины: x, y, y'; 

3. воспользоваться данным в условии задачи соотношением, 

которое позволяет получить дифференциальное уравнение; 

4. решить полученное уравнение и найти искомую функцию 

y(x). 

Для составления дифференциального уравнения необходимо 

знать некоторые простейшие результаты по теории плоских кривых 

из дифференциальной геометрии, а именно:  

1. способы задания кривых: в декартовых координатах, 

в параметрическом виде, в полярных координатах; 

2. положительное направление кривой; 

3. уравнение касательной, уравнение нормали, положительное 

направление касательной, положительное направление нормали; 

4. подкасательная кривой, поднормаль кривой; 

5. длина дуги кривой; 

6. радиус кривизны кривой, радиус-вектор. 

Для решения полученного дифференциального уравнения можно 

использовать системы компьютерной математики (например, Mathcad, 

Maple) и онлайн калькуляторы. 
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В качестве примера приведём решение следующей 

геометрической задачи: найдите уравнение кривой, проходящей через 

точку (1,2) и обладающей тем свойством, что отношение ординаты 

любой её точки к абсциссе пропорционально угловому коэффициенту 

касательной к этой кривой, проведенной в той же точке, 

с коэффициентом пропорциональности k = 3 [1, c. 114, № 368]. 

При решении задачи будем использовать описанный выше 

алгоритм. 

1. Построим чертёж к задаче в декартовых координатах 

(см. Рис. 1). 

 

 

Рисунок 1. Иллюстрация задачи 

 

2. Обозначим искомую кривую через y = y(x). 

3. Составим дифференциальное уравнение, воспользовавшись 

условием задачи. 

Отношение ординаты любой точки к абсциссе пропорционально 

коэффициенту касательной к этой кривой, проведенной в той же точке, 

т. е. 

'ky
x

y


. 

Коэффициент пропорциональности равен 3, отсюда: 

'3y
x

y


. 
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Так как кривая проходит через точку (1,2), то начальное условие 

задачи Коши: y(1) = 2. 

4. Найдём аналитическое решение получившегося 

дифференциального уравнения в системе Maple. 

Подключим пакет DETools для решения дифференциального 

уравнения и зададим само уравнение: 

with(DETools): d := y(x)/x = 3*(diff(y(x), x)): 

Воспользуемся функцией dsolve для нахождения общего 

решения: 

dsolve(d, y(x)); 

В результате получим: 

y(x) = _C1 x1/3; 

Найдём частное решение дифференциального уравнения, 

воспользовавшись начальным условием y(1) = 2. 

dsolve({d, y(1) = 2}, y(x)); 

В результате получим: 

y(x) = 2 x1/3; 

Таким образом, уравнение искомой кривой имеет вид: 

32)( xxy 
. 

Отметим, что система Maple позволяет решить дифферен-

циальное уравнение не только аналитически, но и численно. Для этого 

воспользуемся функцией dsolve, но с дополнительными параметрами, 

например: 

dsol:=dsolve(d1, type = numeric, method = classical[foreuler], 

output= array([1, 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5, 1.6, 1.7, 1.8, 1.9, 2])),  

где d1 – задача Коши, type – параметр, указывающий на то, 

что решение будет численным, method – выбранный численный метод 

решения, output – массив выводимых значений. 

В Maple реализованы следующие численные методы решения 

дифференциальных уравнений: метод Рунге-Кутта-Фельберга 4—5-ого 

порядка (rkf45); классический метод Рунге-Кута 4-ого порядка 

(classical[rk4]); прямой метод Эйлера (classical[foreuler]); 

усовершенствованный метод Эйлера (classical[heunform]); 

модифицированный метод Эйлера (classical[impoly]); метод Рунге-

Кутта 7—8 порядка (dverk78); одношаговый (gear) и многошаговый 

методы Гира (mgear). 

Существует возможность построения графиков аналитического 

и численного решений.  

Для построения графика аналитического решения воспользуемся 

функцией plot из пакета plots, например: 
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plot(2*x^(1/3), x = 1 .. 2, style = point, color = yellow), 

 

где:  2*x^(1/3) — найденное аналитическое решение,  

x — интервал построения,  

style — стиль графика,  

color — цвет графика. 

Для построения графика численного решения воспользуемся 

функцией odeplot из пакета DETools, например: 

 

odeplot(dsol, [x, y(x), color = red, style = POINT], 1 .. 2), 

 

где:  dsol – найденное численное решение, x, y(x), color,  

style — параметры графика,  

1..2 — интервал построения. 

 

 

Рисунок 2. Графики аналитического и численного решений 

дифференциального уравнения 

 

Таким образом, использование системы Maple при решении 

данной геометрической задачи позволяет не только найти аналити-
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ческое и численное решение, но и визуализировать его. Возможность 

построения графиков аналитического и численного решения в одной 

плоскости даёт возможность оценить ошибку найденного численного 

решения. 
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АННОТАЦИЯ 

В работе предложен метод для устранения лапласовского шума 

на изображениях на основе модификации модели ROF [3]. С помощью 

этого метода построен алгоритм для устранения лапласовского шума 

на изображениях.  

ABSTRACT 

In this paper we propose the method to remove Laplace noise on digital 

image. This method based on modified ROF model. From this model, we 

built the algorithm to allow removing noise.  

 

Ключевые слова: подавление шума; цифровое изображение; 

модель ROF; уравнение Эйлера-Лагранжа.  

Keywords: denoising; digital image; ROF model; equation Euler-

Lagrange.  

 

Шум на изображении уменьшает качество изображения. 

Несмотря на то, что цифровые камеры достаточно хорошие, 

уничтожение шума с помощью аппаратурной техники не может быть 

выполнено полностью. Особенно при условии слабого света, 

при значительном расстоянии между объектами и камерой и т. д., 

изображение содержит больше шума. В этом случае для повышения 

качества изображения нужны дополнительные алгоритмы устранения 

шума.  

Большинство изображений содержит гауссовский шум. Но другой 

тип шума — лапласовский шум, также распространён. В этой статье 

мы предлагаем метод на основе вариационного подхода для устра-

нения такого типа шума. Предлагаемый нами метод основан 

на использовании модели ROF Рудина (Rudin) [3]. 

В пространстве ℝ2 задана ограниченная область  и набор 
(𝑥, 𝑦) ∈ Ω. Пусть 𝑢: Ω → ℝ, 𝑣: Ω → ℝ, 𝜂: Ω → ℝ являются гладкими 
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функциями двух переменных. Задачу подавления шума можно 

представить на основе уравнения:  

 

𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝜂(𝑥, 𝑦), 
 

где:  𝑢(𝑥, 𝑦) — функция оригинального изображения,  

𝑣(𝑥, 𝑦) — функция зашумлённого изображения и  

𝜂(𝑥, 𝑦) — функция шума. 

Идеей устранения шума на изображении, предложенная Рудиным 

(Rudin) , является [1] минимизация следующего функционала для 

функции 𝑢: 

 

arg min
𝑢

∫ ‖∇𝑢‖𝑑𝑥𝑑𝑦
Ω

,                                                  (1) 

 

где ∇𝑢 = (𝑢𝑥 , 𝑢𝑦), 𝑢𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
, 𝑢𝑦 =

𝜕𝑢

𝜕𝑦
. 

Рассмотрим лапласовский шум. Для такого типа шума, яркость 

шума в каждой точке использует распределение Лапласа. Это значит, 

что для каждого события 𝑣|𝑢: 

 

𝑝(𝑣|𝑢) =
1

2𝑏
𝑒−

|𝑣−𝑢|

𝑏 ,                                                     (2) 

 

где 𝑏 — параметр сдвига. 

Мы считаем, что интенсивность зашумлённого изображения 

не изменяется. Это значит, что: 

 

− ∫ ln(𝑝(𝑣|𝑢)) 𝑑𝑥𝑑𝑦
Ω

= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.                                                 (3) 

 

Согласно (2), имеем 

 

− ln(𝑝(𝑣|𝑢)) = ln(2𝑏) + |𝑣 − 𝑢|/ 𝑏. 
 

Поэтому, из (3) получаем: 

 
1

𝑏
∫ |𝑣 − 𝑢|𝑑𝑥𝑑𝑦

Ω

= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.                                              (4) 
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Задачу (1) с условием (4) можно представить в виде задачи 

оптимизации без ограничений: 

 

arg min
𝑢

∫ ‖∇𝑢‖𝑑𝑥𝑑𝑦
Ω

+ 𝜆 ∫ |𝑣 − 𝑢|𝑑𝑥𝑑𝑦
Ω

,                                (5) 

 

где 𝜆 − ненулевой параметр. 

Мы можем считать, что норма в (5) является нормой 

в пространстве 𝐿2. Это значит, что ‖∇𝑢‖ = √𝑢𝑥
2 + 𝑢𝑦

2. Поэтому (5) 

переписывается в виде: 

 

arg min
𝑢

∫ √𝑢𝑥
2 + 𝑢𝑦

2  𝑑𝑥𝑑𝑦
Ω

+ 𝜆 ∫ |𝑣 − 𝑢|𝑑𝑥𝑑𝑦
Ω

,                         (6) 

 

Алгоритм решения. 

Для решения задачи оптимизации (6) мы используем уравнение 

Эйлера-Лагранжа [2]. Положим:  

 

𝐿(𝑢, 𝑢𝑥 , 𝑢𝑦) = √𝑢𝑥
2 + 𝑢𝑦

2 + 𝜆|𝑣 − 𝑢|. 

 

Тогда уравнение Эйлера-Лагранжа задачи (6) имеет вид: 

 

𝜕(𝐿𝑢𝑥
)

𝜕𝑥
+

𝜕 (𝐿𝑢𝑦
)

𝜕𝑦
− 𝐿𝑢 = 0, 

 

где 𝐿𝑢 =
𝜕𝐿

𝜕𝑢
, 𝐿𝑢𝑥

=
𝜕𝐿

𝜕𝑢𝑥
, 𝐿𝑢𝑦

=
𝜕𝐿

𝜕𝑢𝑦
. Мы представим 𝐿(𝑢, 𝑢𝑥 , 𝑢𝑦) 

в следующем виде: 

 

𝐿(𝑢, 𝑢𝑥 , 𝑢𝑦) = √𝑢𝑥
2 + 𝑢𝑦

2 + 𝜆√(𝑣 − 𝑢)2. 

 

Поэтому получим следующее уравнение: 

 

𝜕

𝜕𝑥
(

𝑢𝑥

√𝑢𝑥
2 + 𝑢𝑦

2
) +

𝜕

𝜕𝑦
(

𝑢𝑥

𝑢𝑥
2 + 𝑢𝑦

2
) + 𝜆 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑣 − 𝑢) = 0, 

 

или 
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𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦
2 − 2𝑢𝑥𝑢𝑦𝑢𝑥𝑦 + 𝑢𝑥

2𝑢𝑦𝑦

(𝑢𝑥
2 + 𝑢𝑦

2)
3/2 + 𝜆 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑣 − 𝑢) = 0.                   (7) 

 

Мы используем метод градиента для спуска с шагом по времени 

𝑘 для решения. Выражение (5) для нахождения 𝑢 в шаге 𝑘 имеет вид: 

 

𝑢(𝑘+1) = 𝑢(𝑘) + Δ𝑡 (
𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦

2 − 2𝑢𝑥𝑢𝑦𝑢𝑥𝑦 + 𝑢𝑥
2𝑢𝑦𝑦

(𝑢𝑥
2 + 𝑢𝑦

2)
3/2

)

(𝑘)

+ 𝜆 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑣 − 𝑢(𝑘)).      (8) 

 

Здесь  

 

(𝑢𝑥
(𝑘)

)
𝑖𝑗

=
𝑢𝑖+1,𝑗

(𝑘)
− 𝑢𝑖−1,𝑗

(𝑘)

2Δ𝑥
, (𝑢𝑦

(𝑘)
)

𝑖𝑗
=

𝑢𝑖,𝑗+1
(𝑘)

− 𝑢𝑖,𝑗−1
(𝑘)

2Δ𝑦
, 

(𝑢𝑥𝑥
(𝑘)

)
𝑖𝑗

=
𝑢𝑖+1,𝑗

(𝑘)
− 2𝑢𝑖𝑗

(𝑘)
+ 𝑢𝑖−1,𝑗

(𝑘)

(Δ𝑥)2
, (𝑢𝑦𝑦

(𝑘)
)

𝑖𝑗
=

𝑢𝑖,𝑗+1
(𝑘)

− 2𝑢𝑖𝑗
(𝑘)

+ 𝑢𝑖,𝑗−1
(𝑘)

(Δ𝑦)2
, 

(𝑢𝑥𝑦
(𝑘)

)
𝑖𝑗

=
𝑢𝑖+1,𝑗+1

(𝑘)
− 𝑢𝑖+1,𝑗−1

(𝑘)
− 𝑢𝑖−1,𝑗+1

(𝑘)
+ 𝑢𝑖−1,𝑗−1

(𝑘)

4Δ𝑥Δ𝑦
;  𝑖 = 1, … , 𝑁1, 𝑗

= 1, … , 𝑁2;  𝑘 = 0,1, … ; Δ𝑥 = Δ𝑦 = 1;  Δ𝑡 = 0.2, 

𝑢0𝑗
(𝑘)

= 𝑢1𝑗
(𝑘)

, 𝑢𝑁1+1,𝑗
(𝑘)

= 𝑢𝑁1,𝑗
(𝑘)

, 𝑢𝑖0
(𝑘)

= 𝑢𝑖1
(𝑘)

, 𝑢𝑖,𝑁2+1
(𝑘)

= 𝑢𝑖,𝑁2

(𝑘)
, 

 

где:  𝑁1 — число точек изображения по горизонтали,  

𝑁2 — число точек изображения по вертикали. 

Получаем при начальных условиях: 

 

𝑢𝑖𝑗
0 = 𝑣𝑖𝑗;  𝑖 = 1, … , 𝑁1;  𝑗 = 1, … , 𝑁2.                                     (7) 

 

Алгоритм устранения шума: 

Шаг 0. Заданы 𝑢𝑖𝑗
0 = 𝑣𝑖𝑗 и значение 𝜆. 

Шаг k.  

 Вычислить 𝑢(𝑘+1) по формуле (8).  

 Проверить |𝑢(𝑘+1) − 𝑢(𝑘)| < 𝜀.  

 Если условие выполнено, стоп. В противном случае перейти 

на шаг 𝑘 + 1. 

Экспериментальные результаты  
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В эксперименте мы используем изображение cameraman.tif 

и добавляем лапласовский шум с параметром масштаба 𝜎 = 20 

и параметром сдвига 𝑏 = 20. 

 

 

Рисунок 1. Устранение шума на изображении cameraman: 

а) Исходное изображение, б) Зашумлённое изображение PSNR=19, 

в) Подавление шума PSNR=22, 𝝀 = 𝟎. 𝟖 

 

Заключение 

В этой работе предлагается метод устранения лапласовского 

шума. Предлагаемый метод построен на основе модификации модели 

ROF. Результат устранения шума зависит от параметра 𝜆 и свойств 

каждого изображения. 
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АННОТАЦИЯ 

Стремительное возрастание количества разновидностей и экзем-

пляров встроенных устройств, их повсеместное распространение 

и организация в виде систем «Интернет вещей» ставят особенно остро 

вопросы разработки механизмов их защиты от широкого круга угроз 

информационной безопасности. Сложность проектирования защи-

щенных встроенных устройств обуславливается во многом слабой 

структуризацией и формализацией области знаний информационной 

безопасности встроенных устройств. 
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ABSTRACT 

The rapid increase in the number of types and instances of embedded 

devices, their spread and the Internet of Things systems cause importance 

of problems of developing mechanisms to protect them from a wide range 

of information security threats. The complexity of the design of secure 

embedded devices is determined by relatively weak structuring 

and formalization of embedded security field. 
 

Ключевые слова: защита встроенных устройств; модель знаний. 

Keywords: embedded device security; knowledge model. 
 

В настоящее время наблюдается стремительный рост числа 

встроенных устройств, осуществляющих коммуникации в сети 

Интернет и управляющихся удаленно на основе беспроводных сетевых 

протоколов в электроэнергетике, на транспорте, в системах 

распределенного документооборота, медицинских системах, системах 

электронного правительства, системах «интернет вещей» [10, с. 4] 

и «цифровой дом» [3, с. 24]. Специфика данной области — появление 

новых экспертных знаний, их устаревание, сбор информации 

из различных источников, в том числе из индустрии, 

исследовательских и аналитических работ в области информационной 

безопасности и программной инженерии, на основе опыта работы 

с существующими системами и анализа защищенности. 

Ограниченность объемов ресурсов встроенного устройства обус-

лавливает вытекающую из этого сложность применения традиционных 

средств защиты. При этом ограничения на ресурсы возникают вследствие, 

как технологических ограничений — в результате сложности встраивания 

мощных вычислительных, коммуникационных и энергоэффективных 

модулей [5, с. 106] в небольшое по размерам устройство, так и требований 

рынка встроенных устройств, который диктует необходимость выпуска 

большого числа недорогих и защищенных устройств. На практике данное 

требование сводится к достижению разработчиком некоторого разумного 

компромисса между безопасностью, функциональностью, производи-

тельностью и стоимостью, а также другими учитываемыми 

характеристиками устройств [4, с. 370], [6, с. 104]. 

Специфичные наборы атак на встроенное устройство и его сервисы 

обуславливают необходимость индивидуальной разработки системы 

защиты для каждых его типа и сценария использования [7, с. 3] на основе 

знаний в предметной области проектирования и защиты встроенных 

устройств. 

Свойство автономности устройств непосредственно связано,  

во-первых, с объемами энергоресурсов, доступных устройству [9, с. 518]; 



37 

во-вторых, временными интервалами, на протяжении которых 

возобновление энергоресурсов затруднено или практически невоз-

можно и, в-третьих, непосредственно потребностью устройства и его 

системы защиты в энергоресурсах [8, с. 193]. Таким образом, разработка 

систем защиты для формирования защищенных встроенных устройств 

должна базироваться на существующих алгоритмах защиты 

и учитывать специфику встроенных устройств с использованием 

модели знаний о встроенном устройстве.  

Предлагаемая модель знаний включает иерархические структуры 

свойств защиты («деревья свойств»), которые уточняются экспертом 

в области информационной безопасности и используются разработ-

чиками устройств при построении и анализе требований. Функцио-

нальные свойства защиты представляют собой бинарные величины, 

определяющие наличие или отсутствие некоторой защитного 

функционала устройства, например, контроля аутентичности данных 

с использованием удаленной аттестации, защищенного хранения 

криптографических ключей или механизма безопасного обновления 

программных модулей устройства [2, с. 39]. При этом функциональные 

свойства защиты подразделяются на базовые — определяемые 

реализацией некоторой функциональности, характерной широкому 

кругу встроенных устройств и сценариев их использования, 

и специфичные — свойства, которые задаются в рамках определенных 

проблемно-предметных доменов. На рисунке 1 приведен фрагмент 

дерева функциональных свойств защиты.  

К нефункциональным свойствам относятся численные 

характеристики программно-аппаратных компонентов защиты 

устройства, такие как энергопотребление, минимальная пропускной 

способности коммуникационного канала, требуемой для работы 

некоторого компонента и другие. 

Конкретные правила использования знаний, являющиеся также 

частью предлагаемой модели, базируются на следующей цепочке: 

{функциональные и нефункциональные свойства защиты} → 

{требования к системе защиты} → {шаблоны защиты} → 

{компоненты защиты и их атрибуты} → {настройки системы защиты}. 

В практическом плане на основе подобных древовидных структур 

решается комплексная задача по разработке онтологий с исполь-

зованием среды моделирования Protégé, которые в свою очередь могут 

служить основой для разработки программных средств автоматизации 

проектирования систем и компонентов защиты встроенных устройств. 

Доменно-специфичные представления для проектирования 

систем защиты встроенных устройств включают формальную 
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спецификацию компонентов защиты и отношений между ними 

с учетом имеющихся угроз информационной безопасности и категорий 

нарушителей в терминах функциональных и не функциональных 

свойств защиты и их атрибутов. На рисунке 2 приведен фрагмент 

доменно-специфичного описания для свойств защиты сетевой 

передачи данных между устройствами системы удаленного автомати-

зированного контроля расхода электроэнергии потребителями. 

 

 

Рисунок 1. фрагмент дерева функциональных свойств защиты 

 

Модель знаний о безопасности встроенных устройств, вклю-

чающая, требования, компоненты и настройки защиты, угрозы, а также 

типы и уровни возможного нарушителя в качестве системы 

экспертных знаний предназначена для ее использования разработ-

чиками встроенных устройств на этапе проектирования [1, с. 26]. 

В силу слабой структуризацией области знаний информационной 

безопасности встроенных устройств использование предложенной 

модели разработчиками встроенных устройств будет способствовать 

повышению защищенности конечных продуктов и сервисов за счет 

применения знаний, полученных на экспертном уровне. 

 Ведение модели знаний в процесс разработки систем со встроен-

ными устройствами направлено также на делегирование части обязан-

ностей экспертов непосредственно разработчикам в виде применения 
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Рисунок 2. Пример доменно-специфичные представления 
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ими специализированных, в том числе автоматизированных методик 

и инструментов проектирования, тестирования и оценки на базе 

имеющихся экспертных знаний в предметной области, знаний 

о конкретных индустриальных системах и удачных решениях для них. 

Использование модели знаний будет способствовать более 

эффективной организации процесса разработки систем защиты 

семейств устройств, имеющих общую базовую функциональность, 

но отличающихся специфичными деталями и расширениями, опреде-

ляющими особенности эксплуатации устройства и его стоимость. 

При этом использование модели знаний в рамках каждого проблемно-

предметного домена позволит сократить количество итераций 

и продолжительность процесса разработки за счет адаптации 

уже имеющихся знаний с учетом специфики конкретных устройств.  
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АННОТАЦИЯ 

Описан алгоритм построения трехмерной расчетной сетки 

для расчета обтекания крыльев, использующей вытянутые вдоль 

размаха крыла элементы. Приведен пример расчета трансзвукового 

обтекания сегмента крыла J78 с круткой.  
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ABSTRACT 

An algorithm for generation a three-dimensional grid is described 

for the calculation of flow past the wings, using elongated spanwise 

elements. An example of calculation of transonic flow past the segment 

of J78 twisted wing is presented. 

 

Ключевые слова: численный расчет; крыло; транзвуковое 

течение; построение сетки. 

Keywords: numerical calculation; wing; transonic flow; mesh 

generation.  

 

В расчете трехмерных течений газа важной проблемой является 

уменьшение размера (количества элементов) расчетных сеток, 

что позволяет экономить вычислительные ресурсы и время расчета. 

Есть течения, в которых параметры потока меняются вдоль некоторого 

направления слабее, чем в других направлениях. В этом случае 

представляется возможным увеличивать размер ячеек расчетной сетки 

вдоль этого направления, тем самым уменьшая количество ячеек. Этот 

прием используется, например, при моделировании пограничного 

слоя, в котором скорость газа резко возрастает с увеличением 

расстояния до обтекаемой поверхности, в то время как вдоль 

поверхности скорость изменяется значительно слабее. Другим 

примером практически важного случая является крыло самолета. 

Параметры потока меняются вдоль крыла значительно слабее, 

чем поперек, поэтому применение элементарных ячеек, вытянутых 

вдоль размаха крыла, может существенно уменьшить размер 

расчетной сетки [1].  

В настоящей работе описан алгоритм построения сеток 

для расчета обтекания крыла с шестигранными ячейками в области 

пограничного слоя и пятигранными ячейками в остальной части 

расчетной области. Размер ячеек может меняться вдоль размаха крыла 

по любому заданному закону, например, сетка может сгущаться 

в концевой области. Крыло самолета, как правило, имеет крутку, 

то есть локальный угол наклона корды крыла меняется вдоль размаха. 

Он максимален в корневой части крыла и минимален в концевой 

части. 

За основу при построении трехмерной сетки берется двумерная 

сетка (структурированная или неструктурированная). Простран-

ственные элементы строятся экструдированием (продавливанием) 

двумерной сетки в направлении вдоль размаха крыла с поворотом 

на малый угол, соответствующий крутке крыла области расчетной 
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сетки, примыкающей к крылу. Таким образом, сетка конструируется 

на основе параллельного переноса исходной двумерной сетки 

с одновременной ее деформацией. Область сетки радиуса r1, содер-

жащая крыловой профиль, поворачивается на некоторый угол Δφ 

вокруг начала координат, находящегося внутри профиля, область 

сетки, находящаяся за пределами окружности r > r2 

не деформируются, а узлы сетки, попадающие в кольцо r1< r < r2, 

поворачиваются на угол (r2 – r)Δφ/(r2 – r1). 

Программа, реализующая описанный алгоритм, написана на языке 

Паскаль. Исходные двумерные сетки построены с помощью свободно 

распространяемого пакета Gmsh [4], позволяющего сохранять 

построенную сетку в большом количестве форматов. В качестве 

входного был выбран формат SU2 [3]. На выходе трехмерная 

расчетная сетка записывается в формате TGrid [6], используемом 

в пакете ANSYS [2]. 

В качестве примера ниже приводится результаты расчета 

трансзвукового трехмерного обтекания сегмента крыла J78 [5]. 

Методом конечных объемов решались уравнения Навье-Стокса, 

осредненные по Рейнольдсу. Принята модель турбулентности k-ω SST. 

Расчеты проводились с помощью пакета ANSYS CFX [2]. Исходная 

двумерная гибридная расчетная сетка, имеющая линзообразную 

форму, представлена на рис. 1. 

 

 

Рисунок 1. Исходная двумерная расчетная сетка, содержащая 

33664 элемента. Слева — общий вид, справа — фрагмент сетки 

вблизи носика профиля 

 

Расчетная область ограничена двумя дугами окружности, 

на одной из дуг задаются входные граничные условия (число Маха, 

направление скорости набегающего потока, температура потока), 

на другой — среднее давление. Температура и давление соответствуют 
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параметрам стандартной атмосферы на высоте 10 км. Размеры 

расчетной области по горизонтали 80 хорд профиля, по вертикали — 

200 хорд. Двумерные расчеты обтекания профиля J78 дают,  

что при фиксированном числе Маха М = 0,84 увеличение угла атаки 

приводит к перестройке конфигурации сверхзвуковых зон, примы-

кающих к верхней поверхности профиля при некотором значении a = – 

0.82o. Две сверхзвуковые зоны сливаются в одну, при этом скачком 

увеличивается подъемная сила. Обратный процесс (уменьшение угла 

атаки) сопровождается расщеплением упомянутой сверхзвуковой зоны 

на две и скачкообразным уменьшением подъемной силы при a = – 

0.84o.  

На рис. 2 приведен результат расчета трансзвукового обтекания 

сегмента крыла с круткой, концы которого имеют углы атаки a1 = – 

2,21о и a2 = –  0,49о. Длина сегмента крыла равна 4 хордам. Таким 

образом, расчетный объем представляет собой цилиндр с линзо-

образным основанием. На торцах цилиндра накладывается условие 

симметрии. Граничное значение угла атаки, при котором происходит 

слияние или расщепление сверхзвуковых зон, примыкающих к верхней 

поверхности в плоской задаче обтекания профиля находится внутри 

диапазона (a1, a2) Однако расчет дает две сверхзвуковые зоны на всем 

протяжении сегмента. Форма сверхзвуковых зон и расстояние между 

ними зависят от локального угла атаки.  

 

 

Рисунок 2. Конфигурация сверхзвуковых зон, примыкающих к 

крыловому сегменту 
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В указанном примере число слоев расчетной сетки вдоль крыла 

равно 20, а общее число элементов сетки составляет 673280 элементов. 

Увеличение числа слоев в два раза не меняет формы и расположения 

сверхзвуковых зон, аэродинамические коэффициенты изменяются 

незначительно. 

Таким образом, предлагаемый алгоритм позволяет строить сетки 

для расчета трансзвукового обтекания крыльев с круткой, имеющие 

вытянутые вдоль крыла ячейки. Такие сетки имеют относительно 

небольшой размер и вместе с тем позволяют прогнозировать 

трехмерные эффекты обтекания.  
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АННОТАЦИЯ 

Рассматривается движение жидкости, вызванное взаимо-

действием набегающей гравитационной волны, распространяющейся 

на поверхности слоя вязкой несжимаемой жидкости, с круговым 

цилиндром бесконечной длины. Получено решение задачи 

для колебаний малой амплитуды. 

ABSTRACT 

We shall consider the motion of liquid, caused by the interaction 

of incoming gravitational wave, spreading on the surface of the viscous 

incompressible liquid coat with an infinitely long round cylinder. 

The problem was solved for the case of small oscillations. 

 

Ключевые слова: дифракция; вязкость; волновые движения 

жидкости. 
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В области занятой жидкостью, выполняются уравнение 

неразрывности и уравнения движения: 

 

𝑑𝑖𝑣𝒗 = 0, 𝜌 [
𝜕𝒗

𝜕𝑡
+ (𝒗∇)𝒗] = 𝜇∆𝒗 − ∇𝑃 + 𝜌𝒈,  

 

где:  𝒗 = (𝑢, 𝑣, 𝑤) — вектор скорости,  

𝜌 — плотность,  

P — давление,  

𝜇 — динамический коэффициент вязкости,  

𝒈 — вектор силы тяжести. 

При заглублении скорость жидкости должна затухать, т. е. 

выполнено условие 

 

𝒗 → 0, 𝑧 → −∞. 
 

На свободной поверхности 𝑧 = 𝜉(𝑡, 𝑥, 𝑦) задаются 

кинематическое условие [1] 

 

𝑤 =
𝜕𝜉

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝜉

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝜉

𝜕𝑦
, 

 

и динамические условия [2] 

 

𝜇𝑒𝑖𝑗𝑡𝑖𝑛𝑗 = 0, 𝑃 − 2𝜇𝑒𝑖𝑗𝑛𝑖𝑛𝑗 = 𝑝𝑎 

𝑒𝑖𝑗 =
1

2
(

𝜕𝑣𝑖

𝜕𝑥𝑗
+

𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑖
) , 𝑣1 = u, 𝑣2 = v, 𝑣3 = w, 𝑥1 = x, 𝑥2 = y, 𝑥3 = z.  

 

Здесь 𝑝𝑎 — постоянное атмосферное давление. 

На поверхности цилиндра S в случае вязкой жидкости должно 

выполняться условие прилипания: 

 

𝑢 = 0, 𝑣 = 0, 𝑤 = 0, (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝜖𝑆. 
 

Будем рассматривать колебания с амплитудой весьма малой 

по сравнению с длиной волны. Тогда система уравнений и граничных 

условий примет вид: 
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𝑑𝑖𝑣 𝒗 = 0,
𝜕𝒗

𝜕𝑡
= 𝜈∆𝒗 −

1

𝜌
∇𝑝,     (1) 

𝑤 =
𝜕𝜉

𝜕𝑡
,

𝑝

𝜌
− 𝑔𝜉 − 2𝜈

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥
= 0,

𝜕𝑣

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑦
= 0, 𝑧 = 0,  (2) 

𝑢 = 0, 𝑣 = 0, 𝑤 = 0, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑆,   (3) 

𝒗 → 0, 𝑧 → −∞,    (4) 

 

где:  𝑝 = 𝑃 + 𝜌𝑔𝑧 − 𝑝𝑎 — динамическое давление,  

𝜈 =
𝜇

𝜌
 — кинематический коэффициент вязкости. 

Решение задачи необходимо искать в виде суммы потенциальной 

и вихревой составляющей. Исходя из этого, представим скорость 

в виде [3]: 

 

𝒗 = 𝒗1 + 𝒗2, 𝒗1 = ∇𝜑,  𝒗2 = 𝑟𝑜𝑡𝝍 
 

где:  𝜑 — потенциал,  

𝝍 — векторная функция тока. 

Тогда применяя к уравнениям (1) операции div и rot их можно 

свести к системе уравнений 

 

Δ𝜑 = 0, 𝑝 = −
𝜕𝜑

𝜕𝑡
,
𝜕𝝍

𝜕𝑡
− 𝜈Δ𝝍 = 0.  

 

Применяя операции дифференцирования к уравнениям 

для функции 𝜑 и компонент векторной функции 𝝍, получим 

уравнения для вертикальной составляющей скорости 𝑤 = 𝑤1 +

𝑤2 (𝑤1 =
𝜕𝜑

𝜕𝑧
, 𝑤2 =

𝜕𝜓2

𝜕𝑥
−  

𝜕𝜓1

𝜕𝑦
) 

 

Δ𝑤1 = 0,
𝜕𝑤2

𝜕𝑡
− 𝜈∆𝑤2 = 0.    (5) 

 

Граничные условия (2) с помощью операций дифференцирования 

и уравнений (1) преобразуются к виду 

 
𝜕3𝑤

𝜕𝑡2𝜕𝑧
− 𝜈 (3

𝜕2

𝜕𝑥2 + 3
𝜕2

𝜕𝑦2 +
𝜕2

𝜕𝑧2)
𝜕2𝑤

𝜕𝑡𝜕𝑧
− 𝑔 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2) = 0, 𝑧 = 0 , (6) 

𝜕2𝑤

𝜕𝑧2 −
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 −
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2 = 0, 𝑧 = 0.    (7) 

 

Из условия (3) получим 

 

𝑤 = 0, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑆,    (8) 
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а из условия затухания волнового движения при заглублении (4): 

 

𝑤 → 0, 𝑧 → −∞.     (9) 

 

Таким образом, исходная волновая задача сведена к задаче 

для вертикальной составляющей скорости (5)—(9).  

Волновое движение жидкости для свободной волны, 

не искаженной препятствием, описывается следующими 

функциями [4] 

 

𝑢 = 𝑐𝑜𝑠𝛼(𝑖𝑘𝐴𝑒𝑘𝑧 − 𝑙𝐶𝑒𝑙𝑧)𝑒𝑖𝑘(𝑥𝑐𝑜𝑠𝛼+𝑦𝑠𝑖𝑛𝛼)+𝜔𝑡 , 

𝑣 = 𝑠𝑖𝑛𝛼(𝑖𝑘𝐴𝑒𝑘𝑧 − 𝑙𝐶𝑒𝑙𝑧)𝑒𝑖𝑘(𝑥𝑐𝑜𝑠𝛼+𝑦𝑠𝑖𝑛𝛼)+𝜔𝑡 , 
𝑤 = (𝑘𝐴𝑒𝑘𝑧 + 𝑖𝑘𝐶𝑒𝑙𝑧)𝑒𝑖𝑘(𝑥𝑐𝑜𝑠𝛼+𝑦𝑠𝑖𝑛𝛼)+𝜔𝑡 , 

𝑝 = −𝜌𝜔𝐴𝑒𝑘𝑧𝑒𝑖𝑘(𝑥𝑐𝑜𝑠𝛼+𝑦𝑠𝑖𝑛𝛼)+𝜔𝑡 , 𝜉 =
𝑖𝑘𝐴 − 𝑙𝐶

𝜔
𝑒𝑖𝑘(𝑥𝑐𝑜𝑠𝛼+𝑦𝑠𝑖𝑛𝛼)+𝜔𝑡 , 

 

где:  𝑘 =
2𝜋

𝜆
 — волновое число,  

𝜆 — длина волны, 𝑙2 = 𝑘2 +
𝜔

𝜈
, 𝐶 =

2𝑖𝜈𝑘2𝐴

𝜔+2𝜈𝑘2,  

𝛼 — направление распространения волны, отсчитываемое от оси 

𝑥 в горизонтальной плоскости,  

𝜔 — комплексная частота, для которой получено дисперсионное 

уравнение 

 

(𝜔 + 2𝜈𝑘2)2 + 𝑔𝑘 = 4𝜈2𝑘4√
𝜔

𝜈𝑘2
+ 1. 

 

Далее будем рассматривать дифракцию набегающей волны 

круговым цилиндром с вертикальными образующими. Функции 𝑤1 

и 𝑤2 будем искать в виде 

 

𝑤1 = 𝑘𝐴𝑒𝑘𝑧+𝜔𝑡𝐹̃(𝑥, 𝑦), 𝑤2 = 𝑖𝑘𝐶𝑒𝑙𝑧+𝜔𝑡𝐹̆(𝑥, 𝑦). 

 

Выражения для функций 𝑢, 𝑣, 𝑝 и 𝜉 через 𝐹̃ примут следующий 

вид: 

 

𝑢 = −𝑘𝑐𝑜𝑠2𝛼(𝑘𝐴𝑒𝑘𝑧 + 𝑖𝑙𝐶𝑒𝑙𝑧)𝑒𝜔𝑡 ∫ 𝐹̃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥, 

𝑣 = −𝑘𝑠𝑖𝑛2𝛼(𝑘𝐴𝑒𝑘𝑧 + 𝑖𝑙𝐶𝑒𝑙𝑧)𝑒𝜔𝑡 ∫ 𝐹̃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦, 
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𝑝 = −𝜌𝜔𝐴𝑒𝑘𝑧𝑒𝜔𝑡𝐹̃(𝑥, 𝑦), 𝜉 =
𝑖𝑘𝐴 − 𝑙𝐶

𝜔
𝑒𝜔𝑡𝐹̃(𝑥, 𝑦). 

 

Из уравнений (5) вытекает следующее уравнение Гельмгольца 

для функции F  

 

𝜕2𝐹̃

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝐹̃

𝜕𝑦2
+ 𝑘2𝐹̃ = 0. 

 

Условия (6), (7) и (9) при таком представлении для 𝑤1 и 𝑤2 

выполняются, а из условия (8) следует условие для 𝐹̃ 

 

𝐹̃ = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿,  
 

где 𝐿 — контур сечения препятствия горизонтальной плоскостью. 

Функцию 𝐹̃ можно представить в виде 

 

𝐹̃ = 𝐹∞ + 𝐹,  
 

где первое слагаемое 𝐹∞ = 𝑒𝑖𝑘(𝑥𝑐𝑜𝑠𝛼+𝑦𝑠𝑖𝑛𝛼) соответствует 

набегающей волне, а второе характеризует возмущенное движение 

жидкости. 

Уравнение Гельмгольца для определения функции 𝐹 и условие 

на контуре 𝐿 в полярных координатах принимают вид 

 
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕𝐹

𝜕𝑟
) +

1

𝑟2

𝜕2𝐹

𝜕𝜃2 + 𝑘2𝐹 = 0,   (10) 

𝑒𝑖𝑘𝑅𝑐𝑜𝑠(𝜃−𝛼) + 𝐹(𝑅, 𝜃) = 0,   (11) 

 

где 𝑅 — радиус цилиндра. 

Функция 𝐹, как решение уравнения Гельмгольца, должна также 

удовлетворять условию излучения в форме [5] 

 

lim
𝑟→∞

√𝑟(𝐹𝑟 − 𝑖𝑘𝐹) = 0, lim
𝑟→∞

𝐹 = 0 . 

 

Решение уравнения (10) будем искать с помощью метода 

разделения переменных, представив неизвестную функцию в виде 

 

𝐹(𝑟, 𝜃) = 𝑋(𝑟)𝑌(𝜃). 
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Подставив последнее выражение в уравнение и проведя 

разделение переменных, получим уравнения 

 

𝑟2𝑋𝑟𝑟 + 𝑟𝑋𝑟 + (𝑘2𝑟2 − 𝑚)𝑋 = 0, 
𝑌𝜃𝜃 + 𝜆𝑌 = 0, 

 

где 𝑚 — константа разделения.  

Решение второго уравнения, удовлетворяющее условию 

периодичности по 𝜃 и условию симметрии относительно 𝛼, имеет вид  

 

𝑌 = cos 𝑛(𝜃 − 𝛼), 
 

где 𝑛 = √𝑚 — целое число. 

Условию излучения удовлетворяет функция Ханкеля первого 

рода 

 

𝑋 = 𝐻𝑛
(1)(𝑘𝑟), 𝑛 = 0,1,2, …. 

 

Тогда функция 𝐹 примет вид 

 

𝐹 = ∑ 𝐶𝑛𝐻𝑛
(1)

(𝑘𝑟)

∞

𝑛=0

cos 𝑛(𝜃 − 𝛼). 

 

Коэффициенты 𝐶𝑛 определим из условия (11). Для этого 

используем разложение [6] 

 

𝑒𝑖𝑘𝑅𝑐𝑜𝑠(𝜃−𝛼) = ∑ 𝜀𝑛𝑖𝑛𝐽𝑛(𝑘𝑅) cos 𝑛(𝜃 − 𝛼),

∞

𝑛=0

 

 

где 𝐽𝑛(𝑘𝑟) — функция Бесселя первого рода, 𝜀𝑛 = {
1, 𝑛 = 0,
2, 𝑛 ≥ 0.

 

Тогда получим 

 

𝐶𝑛 = −𝜀𝑛𝑖𝑛
𝐽𝑛(𝑘𝑅)

𝐻𝑛
(1)(𝑘𝑅)

. 

 

В случае малого значения числа 𝑘𝑅 (длина волны много больше 

радиуса цилиндра) условие на контуре 𝐿 можно записать в виде 
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𝐹(𝑅, 𝜃) = −1 − 𝑖𝑘𝑅 cos(𝜃 − 𝛼). 
 

Тогда функция 𝐹̃, определяющая суммарное волновое поле, равна  

 

𝐹̃ = 𝑒𝑖𝑘𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜃−𝛼) −
𝐻0

(1)(𝑘𝑟)

𝐻0
(1)(𝑘𝑅)

− 𝑖𝑘𝑅
𝐻1

(1)(𝑘𝑟)

𝐻1
(1)(𝑘𝑅)

cos(𝜃 − 𝛼). 
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АННОТАЦИЯ 

Исследована межпопуляционная изменчивость морфометрических 

признаков серебряного карася в озёрах Травное (Ишимский район) 

и Большое Рямовое (Омутинский район) Тюменской области. Методом 

одномерного статистического анализа установлено, что выборка 

из озера Травное характеризуется более крупными размерами тела. 

В обеих популяциях выявлен высокий уровень изменчивости общих 

размеров и пропорций тела, что указывает на высокую пластичность 

и высокий адаптационный потенциал популяций. 

ABSTRACT 

Interpopulation variability of morphometric features of a golden carp 

in Travnoye (Ishimsky District) and Bolshoye Ryamovoye lakes 

(Omutinsky District) of Tyumen Oblast has been examined. It has been 

found by the method of univariate statistical analysis that the selection from 

Travnoye lake is characterized by bigger body dimensions. High level 

of variability of overall body dimensions and proportions has been detected 

in both populations, which indicates high plasticity and high adaptation 

potential of populations. 

 

Ключевые слова: популяция; выборка; возрастные группы; 

серебряный карась; морфометрические признаки; межпопуляционная 

изменчивость; коэффициент вариации; дисперсия; среднее квадра-

тическое отклонение; водная экосистема; биоиндикация.  

Keywords: population; selection; age groups; golden carp; 

morphometric features; interpopulation variability; code of variability; 

dispersion; mean-square deviation; aquatic ecosystem; bioindication. 

 

Морфометрические признаки рыб являются одним из основных 

индикаторов состояния популяций рыб в водных экосистемах. 

На морфологические признаки рыб влияют факторы среды обитания, 

в том числе антропогенное загрязнение окружающей среды [5, с. 230]. 

Не менее важным фактором является также видовое разнообразие 

водной экосистемы и взаимосвязи её обитателей. Например, 

Н.Г. Ковальский [6, с. 90] отмечает, что повышенное значение 

изменчивости морфометрических признаков у золотого карася может 

быть ориентировано на увеличение выживаемости молодых особей 

в исследуемом водоеме или отражает особенности роста и развития 

молодых возрастных групп. Серебряный карась (Сarassius carassius 

Gibelio) является самым распространённым видом рыб в водоёмах 

Тюменской области, поэтому имеет биоиндикаторное значение. Однако 

в литературе встречаются лишь фрагментарные сведения о состоянии 
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популяций отдельных видов рыб в водоёмах юга Тюменской области 

и Приишимья [1, с. 64; 4; 7, с. 28; 9, с. 611; 10, с. 170; 12, с. 106]. 

Отсутствие полномасштабных системных исследований состояния 

популяций рыб в водоёмах данной территории обосновывает актуаль-

ность изучения межпопуляционной изменчивости морфометрических 

признаков серебряного карася. Цель данной работы: анализ межпопу-

ляционной изменчивости морфометрических признаков серебряного 

карася. Задачи: 1) изучить представительные выборки серебряного 

карася в оз. Травное и оз. Большое Рямовое; 2) определить пол 

и возраст отловленных особей; 3) провести стандартное морфометри-

ческое обследование рыб; 4) провести биометрическую обработку 

полученных данных и межпопуляционное сравнение изученных 

признаков между одноименными возрастными выборками из озер 

Травное и Большое Рямовое. 

Материалы и методы исследования 

Материалом для данной работы послужили выборки серебряного 

карася из озёр Травное Ишимского района и Большое Рямовое 

Омутинского района Тюменской области (по 30 экземпляров 

из каждого), отловленные в сентябре-октябре 2013 года. 

Озеро Большое Рямовое площадью 2,6 км2 располагается в 7,7 км 

на северо-запад от села Вагай Омутинского района. Наибольшая 

глубина — 3,5 м отмечена в 200 м от южного берега. Наблюдается 

активный процесс заболачивания прибрежной зоны озера.  

Озеро Травное площадью около 6,5 км2 располагается в 475 м 

к востоку от села Новотравное (Ишимский район). Относительная 

площадь открытого водного зеркала составляет около 4,5 км2. 

Наибольшая глубина — 5 м отмечена в центре озера. Берега 

в основном заросли прибрежно-водной растительностью. Озеро 

расположено в непосредственной близости от населённого пункта, 

и в него осуществляется как не преднамеренный, так и предна-

меренный сток загрязняющих веществ различного происхождения.  

У обследуемых рыб по кольцам прироста на чешуе определяли 

относительный возраст. Из каждого озера были выделены и изучены 

по четыре возрастных группы: четырёхлетки; пятилетки; шестилетки 

и семилетки.  

Согласно рисунку 1 у каждой рыбы измерили 18 морфо-

метрических признаков, отражающих общие размеры и пропорции 

тела [11, с. 96—103]. 
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Рисунок 1 Схема промеров рыбы: признаки: (а-б) — длина всей 

рыбы; (а-в) — длина тела; (а-к) — длина головы; (д-ж) — диаметр 

глаза; (м-т) — наибольшая высота тела; (ш-щ) — наименьшая 

высота тела; (з-и) — высота головы у затылка; (а-д) — длина 

рыла; (д-ж) — диаметр глаза; (ж-к) — заглазничное 

пространство; (а-г) — длина головы; (а-н) — антедорсальное 

расстояние; (р-в) — постдорсальное расстояние; (н-р) — длина 

основания спинного плавника; (о-п) — наибольшая высота 

спинного плавника; (л-с) — длина грудных плавников;  

(л-у) — расстояние между грудным и брюшным плавниками; (у-

ф) — расстояние между брюшным и анальным плавниками; 

 (ц-в) — длина хвостового стебля 

 

Произвели одномерный статистический анализ выборочной 

совокупности. С помощью критериев Стьюдента (t) и Фишера (F) 

провели сравнения между одновозрастными выборками из озер 

Травное и Большое Рямовое по всем анализируемым 

признакам [2, с. 7—9; 8, с. 97—100; 11, с. 96—103].  

 

Результаты исследования и их обсуждение 

Сравнение выборок серебряного карася из озёр Травное 

и Большое Рямовое по среднему арифметическому значению морфо-

метрических признаков: 

Между выборками четырёхлеток из озёр Б. Рямовое и Травное 

обнаружены достоверные различия по длине рыла (а-д) и антедор-

сальному расстоянию (а-н), причем выборка из озера Травное 

характеризуется большими значениями указанных признаков (рис. 2). 

Между выборками пятилеток из оз. Б. Рямовое и Травное 

отмечены достоверные различия по наибольшей высоте тела (м-т), 

http://research-journal.org/wp-content/uploads/2013/05/image0021.jpg
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расстоянию между грудными и брюшными плавниками (л-у), высоте 

головы у затылка (з-и). Травнинская выборка характеризуется 

большими значениями указанных признаков, чем большерямовская 

(рис. 3). 

В сравниваемых выборках шестилеток из озёр Б. Рямовое 

и Травное выявлены достоверные различия по массе тела, длине 

головы (а-к), длине основания спинного плавника (н-р), расстоянию 

между брюшными и анальными плавниками (у-ф), наибольшей высоте 

тела (м-т), постдорсальному расстоянию (р-в), длине грудных 

плавников (л-с). Травнинская выборка отличается от большерямовской 

большими значениями массы тела, длины основания спинного 

плавника, расстояния между брюшными и анальными плавниками, 

наибольшей высотой тела, длиной грудных плавников, а также 

значимо меньшими значениями длины головы, постдорсальным 

расстоянием (рис. 4). 

При сравнении выборок семилеток из озёр Большое Рямовое 

и Травное по средней арифметической (xср) между ними отмечены 

статистически значимые различия по промысловой длине (а-в) 

и антедорсальному расстоянию (а-н). Выборка из оз. Травное 

характеризуется меньшей длиной тела, но большим антедорсальным 

расстоянием, чем выборка из озера Большое Рямовое (рис. 4). 

Таким образом, разные возрастные группы серебряного карася 

из травнинской популяции отличаются большими значениями 

большинства признаков от таковых большерямовской популяции. 

Только травнинская выборка шестилеток характеризуется меньшими 

относительно большерямовской значениями длины головы, постдор-

сальным расстоянием, и выборка семилеток — меньшей длиной тела. 

Всё это указывает на то, что караси травнинской популяции в целом 

более крупные, чем большерямовской и имеют отличительные 

пропорции. 
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Рисунок 2. Сравнение четырехлеток: 1) а-д, 2) а-н 

 

 

Рисунок 3. Сравнение пятилеток: 1) м-т, 2) л-у, 3) з-и 

 

 

Рисунок 4. Сравнение шестилеток: 1) а-к, 2) н-р, 3) у-ф, 4) м-т, 

 5) р-в, 6) л-с 
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Рисунок 5. Сравнение семилеток: 1) а-в, 2) а-н 

 

Сравнение выборок из озёр Травное и Большое Рямовое 

по среднему квадратическому отклонению (сигме) (tσ): 

В сравниваемых выборках четырёхлеток из оз. Травное 

и Б. Рямовое обнаружены достоверные различия по сигме 

заглазничного пространства (ж-к), антедорсального расстояния (а-н), 

расстояния между грудными и брюшными плавниками (л-у), длины 

хвостового стебля (ц-в). По всем указанным признакам большими 

значениями характеризуется выборка из озера Травное (рис. 6). 

В выборках пятилеток из озёр Травное и Большое Рямовое 

выявлены достоверные различия только по сигме расстояния между 

брюшным и анальным плавниками (у-ф). По указанному признаку 

большерямовская выборка имеет больший показатель (рис. 7). 

Между выборками шестилеток из озёр Травное и Рямовое 

достоверных различий по среднему квадратическому отклонению 

исследуемых признаков не выявлено. 

При сравнении выборок семилеток из озёр Травное и Б. Рямовое 

выявлены достоверные различия по сигме длины рыб (а-б), длины тела 

(а-в), расстояния между грудными и брюшными плавниками (у-ф), 

длины хвостового стебля (ц-в). При этом большими значениями 

указанных признаков характеризуется выборка из озера Травное 

(рис. 8).  
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Рисунок 6. Сравнение четырехлеток: 1) ж-к, 2) а-н, 3) л-у, 4) ц-в 

 

 

Рисунок 7. Сравнение пятилеток: 1)у-ф 

 

 

Рисунок 8. Сравнение семилеток: 1) а-б, 2) а-в, 3) у-ф, 4) ц-в 
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Сравнение выборок серебряного карася из озёр Травное 

и Большое Рямовое по коэффициенту вариации (tcv): 

В сравниваемых выборках четырёхлеток из озёр Травное 

и Большое Рямовое выявлены достоверные различия по коэффициенту 

вариации массы тела, заглазничного пространства (ж-к), антедор-

сального расстояния (а-н), расстояния между грудными и брюшными 

плавниками (л-у), длины хвостового стебля (ц-в). По всем выше 

перечисленным признакам выборка из озера Большое Рямовое 

характеризуется большими значениями, чем выборка из озера Травное 

(рис. 9). 

Между сравниваемыми группами пятилеток выявлены досто-

верные различия по коэффициенту вариации массы тела, высоты 

головы у затылка (з-и), длины тела (а-в), заглазничного пространства 

(ж-к), длины грудных плавников (л-с), расстояния между грудными 

и брюшными плавниками (л-у), расстояния между брюшным и анна-

льным плавниками (у-ф). Большерямовская выборка характеризуется 

большими значениями указанных признаков, чем травнинская 

(рис.10). 

В выборках 6-леток озера Травное и Большое Рямовое 

установлены достоверные различия по коэффициенту вариации 

постдорсального расстояния (р-в) и длины основания спинного 

плавника (н-р). При этом выборка из озера Большое Рямовое 

характеризуется большими значениями указанных признаков, чем 

выборка из озера Травное (рис. 11). 

При сравнении семилеток из озёр Травное и Большое Рямовое 

выявлены достоверные различия по коэффициенту вариации диаметра 

глаза (д-ж), высоты головы у затылка (з-и), длины головы (а-г), 

антедорсального расстояния (а-н), наибольшей высоты спинного 

плавника (о-п), длины грудных плавников (л-с), расстояния между 

брюшным и анальным плавниками (у-ф), длины хвостового стебля  

(ц-в). При этом выборка из озера Травное характеризуется большими 

значениями коэффициентов вариации признаков (д-ж), (а-г), (о-п),  

(у-ф), (з-и), (ц-в), но меньшими по признакам (а-н) и (л-с), чем таковая 

из озера Б. Рямового (рис. 12). 

Сравнение выборок серебряного карася из озёр Травное 

и Большое Рямовое по критерию Фишера (F): 

В сравниваемых выборках четырёхлеток из озёр Б. Рямовое 

и Травное обнаружены достоверные различия по дисперсии заглаз-

ничного пространства (ж-к), антедорсального расстояния (а-н), 

расстояния между грудным и брюшным плавниками (л-у). При этом 

наибольшей дисперсией заглазничного пространства и расстояния 
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между грудным и брюшными плавниками характеризуется 

травнинская выборка и лишь по дисперсии антедорсального 

расстояния большерямовская выборка имеет большее значение 

(рис. 13). 

 

 

Рисунок 9. Сравнение четырехлеток:  

1) масса тела, 2) ж-к, 3) а-н, 4) л-у 

 

 

Рисунок 10. Сравнение пятилеток: 1) з-и, 2) а-в, 3) ж-к, 4) л-с 
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Рисунок 11. Сравнение шестилеток: 1) р-в, 2) н-р 

 

 

Рисунок 12. Сравнение семилеток: 1) д-ж, 2) з-и, 3) а-г, 4) а-н, 5) о-п, 

6) л-с, 7) у-ф, 8) ц-в 

 

При сравнении шестилеток из озёр Травное и Б. Рямовое 

обнаружены достоверные различия по дисперсии расстояния между 

грудным и брюшным плавниками (л-у). Большим значением 

по указанному признаку характеризуется выборка из озера Травное 

(рис. 14). 
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Рисунок 13. Сравнение четырехлеток: 1) ж-к, 2) а-н, 3) л-у 

 

 

Рисунок 12. Сравнение шестилеток: 1) л-у 

 

В целом, анализ показателей изменчивости (среднего квадра-

тического отклонения, дисперсии, коэффициента вариации) выявил 

большую неоднородность, и соответственно изменчивость морфо-

метрических признаков обеих популяций, что указывает на большую 

пластичность изучаемых признаков. 

Более высокие значения среднего квадратического отклонения 

(сигмы), и дисперсии большинства признаков в большинстве возрастных 

групп отмечены в выборках из озера Травное, а коэффициентов 

вариации, наоборот, в озере Большое Рямовое. Поскольку коэф-

фициент вариации рассчитывается путём деления сигмы на среднее 

арифметическое значение с последующим умножением на 100 %, 

то при сопоставимых (одного порядка) значениях среднего квадра-
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тического отклонения и дисперсии, полученные данные свидетель-

ствуют о больших относительных размерах серебряного карася в озере 

Травное. Это может быть обусловлено, во-первых, лучшей кормообес-

печенностью в условиях большего по размерам водоёма, во-вторых, 

генетической спецификой травнинской популяции. Установлено [3], 

что коэффициент наследуемости длины тела в экспериментальной 

популяции карпа составил h2=0,21.  

Выводы: 

1. Каждая популяция отличается своеобразными пропорциями 

тела, что объясняется репродуктивной изолированностью изучаемых 

популяций и развитием их в условиях разных экосистем.  

2. Травнинская популяция серебряного карася характеризуется 

более крупными размерами тела, что отчасти можно объяснить 

лучшими кормовыми условиями в условиях большего по размерам 

водоёма. 

3. В обеих популяциях выявлен высокий уровень изменчивости 

морфометрических признаков, что указывает на их высокую 

пластичность и высокий адаптационный потенциал популяций. 
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АННОТАЦИЯ 

В работе исследовалось морфофункциональное состояние 

вентромедиального ядра гипоталамуса самцов и самок белых крыс 

при воздействии токсического стресса, вызванного хлоридом кадмия 

(2 мг/100 г массы тела, ежедневно, per os). Результаты исследования 

показали, что введение соли кадмия приводит к изменениям 

морфометрического состояния ядра, ядрышек и ядрышко-ядерного 

соотношения вентромедиального ядра у обоих полов, но у самок 

данные показатели более высокие. При отмене введения токсиканта 

наблюдалась тенденция к восстановлению показателей. 

ABSTRACT 

In work the morphofunctional condition of the ventromedial nucleus 

of the hypothalamus of male and female white rats was investigated 

at influence of the toxic stress caused by chloride of cadmium (2 mg/100 
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of body weight, daily, per os). Results of research showed that introduction 

of salt of cadmium leads to changes of a morphometric condition  

of the nucleus, nucleoli, and nucleolus-nuclear ratio of the ventromedial 

nucleus in both sexes, but thus females had these indicators. At cancellation 

of introduction of a toxicant was observed the tendency to restoration 

of indicators. 

 

Ключевые слова: кадмий; токсический стресс; вентромедиа-

льное ядро гипоталамуса. 

Keywords: cadmium; toxic stress; ventromedial nucleus 

of the hypothalamus. 

 

Введение. Кадмий среди всех токсичных элементов по темпам 

и масштабам загрязнения стал одним из приоритетных загрязнителей 

планеты и признан особо опасным экотоксикантом для здоровья 

человека [1, с. 61]. Данный тяжелый металл в большом количестве 

присутствует в окружающей среде и накапливается в орга-

низме [5, с. 311]. Длительное воздействие кадмия вызывает токси-

ческое действие путем его накопления с течением времени 

в различных тканях, включая почки, печень, центральную нервную 

систему, и периферическую нервную систему [4, с. 1]. 

Почки, головной мозг и печень раньше других органов и тканей 

начинают накапливать кадмий и раньше других начинают страдать 

от этого токсиканта, то есть первые симптомы отравления могут 

проявиться в работе нервной системы и почек [3, с. 229]. 

Введение кадмия крысам в эксперименте приводит к значительной 

потере массы тела. Представляет несомненный интерес, является 

ли потеря массы прямым следствием истощения функциональных 

резервов организма или же задействованной также является 

центральная регуляция пищевого поведения крыс в результате 

токсического стресса.  Ключевая роль в регуляции массы тела 

отводится гипоталамусу [7, с. 2]. Вентромедиальное ядро гипоталамуса 

играет важную роль в регуляции питания и энергетического 

баланса [6, с. 193]. Вентромедиальные ядра гипоталамуса сигнали-

зируют о сытости, их называют центром насыщения [8, с. 661]; его 

поражение приводят к увеличению потребления пищи, ожирению 

и повышенной базального инсулина и кортикостероидов [9, с. 8176]. 

Динамика развития токсического стресса и процессы восста-

новления организма после интоксикации изучены крайне недостаточно. 

В связи с вышеизложенным, целью исследования стало изучение 

функционального состояния вентромедиального ядра гипоталамуса 
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у животных обоего пола в динамике токсического стресса, вызванного 

солью кадмия. 

Материалы и методы. Экспериментальные исследования 

проводились на лабораторных животных (белых беспородных крысах) 

обоего пола в количестве 82 штук. Токсический стресс моделировали 

ежедневным введением опытным животным per os через зонд раствора 

хлорида кадмия в дозе 2 мг на 100 г массы тела. Экспериментальные 

животные были разделены на несколько групп: 1 группа — контроль; 

2 — животные, получавшие хлорид кадмия в течение 5 дней; 3 — 

животные, получавшие хлорид кадмия в течение 10 дней; 4 — 

животные, получавшие хлорид кадмия в течение 15 дней; 5 — 

животные, восстанавливающиеся после 15-ти дневной интоксикации 

хлоридом кадмия в течение 5 дней; 6 — животные, 

восстанавливающиеся после 15-ти дневной интоксикации хлоридом 

кадмия в течение 10 дней; 7 — животные, восстанавливающиеся после 

15-ти дневной интоксикации хлоридом кадмия в течение 15 дней. 

При исследовании использовался морфометрический метод. 

Данный метод позволяет количественно определить размеры и объемы 

ядра. Результаты статистически обработаны с использованием 

критерия Стьюдента. 

Результаты и их обсуждение. Результаты исследования 

представлены в таблице 1. 

Таблица 1. 

Объемы ядер, ядрышек и ядрышко-ядерного отношения нейронов 

вентромедиального ядра гипоталамуса в динамике токсического 

стресса 

Экспериментальная 

группа 

Объемы ядер, 

мкм3 

Объемы 

ядрышек, 

мкм3 

Ядрышко-

ядерное 

отношение, ×10–3 

Самцы 

Контроль 264,7±11,49 1,02±0,07 4,16±0,398 

5 Cd 215,6±9,9* 0,95±0,06 4,9±0,329 

10 Cd 206,9±8,53*** 1,05±0,06 5,74±0,351** 

15 Cd 190,05±7,06 1,18±0,06 6,33±0,377** 

15 Cd + 5 227,3±6,65** 1,12±0,08 5,15±0,329 

15 Cd + 10 195,1±7,87 0,88±0,06 5,06±0,376 

15 Cd + 15 208,04±7,28** 0,85±0,05 4,54±0,286 
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Самки 

Контроль 223,67±8,37° 1,18±0,06 5,86±0,343° 

5 Cd 185,4±8,67°** 1,17±0,06° 7,5±0,452°°°* 

10 Cd 204,3±8,92 1,21±0,09 6,62±0,501 

15 Cd 140,91±10,96°° 1,55±0,16° 12,66±1,64°°** 

15 Cd + 5 211,7±8,59 1,02±0,07 5,42±0,452 

15 Cd + 10 197,22±7,86* 1,28±0,06 7,17±0,424* 

15 Cd + 15 190,24±7,15* 0,95±0,05* 9,28±3,903 

Примечание: * — отличия между контрольной и опытными группами 

по Стьюденту: * — р<0,05, ** — р<0,01, *** — р<0,001; ° — половые 
отличия: ° — р<0,05, °° — р<0,01, °°° — р<0,001 

 

В период токсического стресса было отмечено уменьшение 

объема ядер, как у самцов, так и у самок. Так у самцов на пятый день 

интоксикации морфометрические показатели объема ядра снизились 

на 18 %, а на 10 день интоксикации — уже на 22 %, и на 28 % к 15 дню 

интоксикации. У самок данный процесс был более резко выраженным. 

На 5 день введения токсиканта показания уменьшились лишь на 18 %, 

а к 15 дню — уже на 37 %, по сравнению с контролем.  

Однако по показаниям объема ядрышек и ядрышко-ядерного 

отношения отмечалось постепенное уменьшение значений, и вновь их 

увеличение к концу интоксикационного периода. Так были получены 

достоверные изменения ядрышко-ядерного отношения у самцов. 

На 10 день интоксикации данное отношение увеличилось на 38 %, 

 а у самок — на 27 %, и на 15 день — на 52 % по сравнению 

с контролем.  

После прекращения введения токсиканта наблюдалось улучшение 

показателей. Так в группе самок, после двухнедельного восста-

новления показатели объема ядер были ниже лишь на 15 %, в группе 

самцов — на 21 %, тогда как во время стресса показатели были ниже 

на 37 и 28 процентов соответственно (по сравнению с контрольной 

группой). 

Были получены достоверные половые отличия в период 

воздействия хлоридом кадмия. И самцы по сравнению с самками 

показали лучший результат — морфометрические показатели ядра 

на 26 % выше. В контрольной группе животных также отмечалось 

более лучший результат у самцов — выше на 16 процентов 

по сравнению с самками. Однако по показателям объема ядрышек 

и ядрышко-ядерного отношения самки под воздействием стресса 

показали более высокий показатель — на 14 и 50 % соответственно. 

Заключение. Исследование показало, что у животных под воз-

действием токсического стресса происходит изменение показателей 
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объема ядер, ядрышек и ядрышко-ядерного отношения, что является 

подтверждением отмеченной рядом авторов нейротоксичности 

кадмия [2, с. 119; 3, с. 239]. При этом данные изменения в динамике 

токсического стресса усиливаются как у самцов, так и у самок, 

и восстанавливаются после прекращения введения токсиканта. Однако 

последний процесс происходит не одинаково у разных полов. У самок 

процесс восстановления протекает более выражено в сравнении 

с самцами, что указывает на то, что самки обладают большей 

устойчивостью и адаптацией к стрессорным воздействиям. 
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АННОТАЦИЯ 

Большое количество полимерных материалов (ПМ), применяемое 

в настоящее время, приводит к необходимости их уничтожения 

и захоронения по окончании срока службы. Сроки разложения 

традиционных ПМ составляют десятки лет, а площади под свалками 

ограничены. Актуальными представляются разработка технологий 

производства биоразлагаемых материалов с применением природных 

полимеров, в том числе производных целлюлозы.  

Цель данной работы — оптимизация условий применения 

производных целлюлозы для получения биоразлагаемых пленок 

с включением фермента трансглютаминазы [1, с. 23—34; 8, с. 45—56].  

ABSTRACT 

Big amount of polymer materials used currently lead to the necessity 

of its destruction and burial after expiration of term of service. Degradation 

time of traditional polymer materials takes decades, and waste deposit areas 

are limited. Development of biodegradable materials production technologies 

with the use of natural polymers including cellulose derivatives appears 

to be a topical question.  
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This paper is aimed at optimization of application conditions 

of cellulose derivatives in order to get biodegradable films using ferment 

of transglutaminase [1, p. 23—34; 8, p. 45—56].  

 

Ключевые слова: производные целлюлозы; полимерные пленки; 

трансглютаминаза. 

Keywords: cellulose derivatives; plastic films; transglutaminase.  

 

В последние годы интенсивно ведутся работы по созданию 

нового класса биоразлагаемых, компостируемых пленок на основе 

природных материалов, не приносящих вред окружающей среде 

и здоровью человека.  

Весьма эффективный и распространенный способ придания 

полимерам свойства биоразлагаемости (способности разлагаться 

в условиях окружающей среды) является введение в полимерную 

композицию различных наполнителей, в частности крахмала, желатина, 

целлюлозы, хитозана и других ингредиентов [2, с. 34; 3, с. 18—45]. 

С целью повышения конкурентоспособности и снижения экономи-

ческих затрат технологии в качестве рабочих компонентов композиции 

были выбраны три производных целлюлозы: диэтиламиноэтил-

целлюлоза (ДЭАЭ), карбоксиметил-целлюлоза (КМЦ) и фосфат 

целлюлозы (ФЦ). 

Целлюлоза в нативном виде не реакционноспособна, поэтому 

в своей работе мы используем производные целлюлозы и подбираем 

их оптимальную концентрацию для создания биоразлагаемых пленок 

с лучшими физико-механическими свойствами [1, с. 67; 4, с. 23—35; 

6, с. 72—76]. На первом этапе работы производные целлюлозы (ДЭАЭ, 

КМЦ, ФЦ) растворяли в дистиллированной воде в следующих 

концентрациях: 200 мг/мл., 100 мг/мл., 150 мг/мл., 50 мг/мл. 

В контрольную смесь целлюлозу не добавляли, в опытные добавляли 

от 1—3 г.  

Зависимость прочности от концентрации используемого произво-

дного целлюлозы можно наглядно проследить на рисунках 1, 2. 

 



75 

 

Рисунок 1. Влияние концентрации производных целлюлозы на 

прочность пленок (концентрация ДЭАЭ — 200 мг/мл., 

КМЦ — 150 мг/мл., ФЦ — 100 мг/мл. 

 

 

Рисунок 2. Влияние концентрации производных целлюлозы 

на прочность пленок (концентрация ДЭАЭ — 100 мг/мл., 

КМЦ — 50 мг/мл., ФЦ — 150 мг/мл.) 

 

Из рисунков 1 и 2 видно, что пленки с ДЭАЭ обладают 

наименьшей прочностью в сравнении с ФЦ и КМЦ. Возможно, этому 

способствует слабая растворимость ДЭАЭ в водной среде, соответ-

ственно она плохо включается в состав композиции и не образует 

прочных связей с компонентами смеси. ДЭАЭ в пленках остается 

в виде крупинок, разобщающих структуру пленки. Концентрация 

ДЭАЭ — 200 мг/мл придает пленкам наибольшую прочность — 

2,5 МПа. В дальнейшем, для создания пленок с лучшими физико-

механическими параметрами мы будем использовать это разведение. 

Наибольшей прочностью при использовании в биокомпози-

ционной смеси КМЦ обладают пленки с концентрацией КМЦ 

150 мг/мл — 3,9 МПа. КМЦ хорошо растворяется в воде и включается 

в состав композиции, поэтому прочность пленок достаточно высока — 
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средняя по сравнению с ДЭАЭ и ФЦ. Наименьшей прочностью 

обладают пленки с концентрацией КМЦ 50 мг/мл — 1,1 МПа.  

При использовании в смеси ФЦ пленки обладают наибольшей 

прочностью. Она соответствует 14,8 МПа (концентрация 150 мг/мл., 

количество 1 г.). Этому, возможно, способствует значительная 

химическая и биологическая активность фосфора, который содержится 

в составе ФЦ. Наименьшей прочностью обладают пленки с концен-

трацией ФЦ 100 мг/мл. (количество 1 г.) — 5,3 МПа.  

Главным параметром, по которому оценивают предполагаемый 

вред тех или иных материалов для окружающей среды, является 

биоразлагаемость [3, с. 78—83].  

Мы исследовали биоразрагаемость пленок в почве и в водной 

среде [4, с. 56—58]. 

В первом случае образец пленки помещался в грунт. Часть 

пленки оставляли на поверхности, часть закапывали. По времени, 

затраченному на распад пленки на отдельные фрагменты, определяли 

биоразлагаемость вносимого образца. Распад пленки на фрагменты 

определяли визуально [5, с. 67—69; 7, с. 56—58]. 

На рисунке 3 показан образец пленки, полученной 

с применением КМЦ. 

 

 

Рисунок 3. Пленка, полученная с применением КМЦ:  

а — до внесения в компост; б — после внесения в компост 

 

На рисунке 3 показана пленка, которая находилась в компосте 

1 месяц. Пленки, полученные с применением КМЦ имели сроки 

биоразлагаемости до 1 месяца. В стакан с водопроводной водой мы 

помещали образцы полученных пленок. Они растворялись в течении 

7—8 суток (так как пленки прозрачные, в воде их сфотографировать 

не удалось). 
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Пленки, полученные без применения целлюлозы, имели меньший 

срок биоразлагаемости, так как желатин — гигроскопичен и быстро 

растворяется в воде (грунт увлажняли). Пленки, в состав которых 

входит целлюлоза, в результате наших экспериментов имели срок 

биоразлагаемости до 1 месяца. Это происходит из-за того, что целлюлоза 

в водной среде полностью не разлагается, даже в модифицированном 

виде. Но по истечении одного месяца пленки распались на отдельные 

фрагменты под действием света, воздуха и микроорганизмов, 

содержащих ферменты гидролазы (целлюлазы, протеазы) [5, с. 85—87; 

8, с. 112—116]. 

В заключении следует отметить, что применение производных 

целлюлозы в качестве армирующих агентов способствовало не только 

повышению эксплуатационных показателей опытных образцов,  

но и позволило снизить токсичность полимерных материалов 

по отношению к существующим аналогам. 
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АННОТАЦИЯ 

На основе 1,4-бисдиметиламинобутина-2 и 1,4-бисдиметиламино-

2,3-дибромбутена-2 синтезированы два ряда 1,4-бисаммониевых солей 

содержащих наряду с обеспечивающим поверхностную активность 

длинноцепочечным гидрофобным алкилоксикарбонилметильным 

радикалом бутин-2-ильную или 2,3-дибромбутен-2-ильную общую 

группу. Изучена антимикробная активность синтезированных 

аммониевых солей в отношении золотистого стафилококка и кишечной 

палочки.  

ABSTRACT 
Two series of 1,4-bisammonium salts containing butin-2-yl or 2,3-

dibrombuten-2-yl common group side by side with longchained 

hydrophobic alkyloxycarbonylmethyl radical providing surface activity 
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have been synthesized on the base of 1,4-bisdimethylaminobutin and 1,4-

bisdimethylamino-2,3-dibrombuten-2. Antimicrobiаl activity of synthesized 

amonium salts has been studied in relation to Eschericia coli 

and Staphyiococcus aureus. 

 

Ключевые слова: четвертичные аммониевые соединения амины 

антимикробная активность грамположительные и грамотрицательные 

микроорганизмы. 

Keywords: quaternary ammonium compounds amines antimicrobial 

activity Gram-positive and Gram-negative microorganisms. 

 

Амины и четвертичные аммониевые соединения (ЧАС) предста-

вляют определенный интерес для решения многих теоретических 

задач органической химии. Они имеют практическое значение 

в качестве продуктов и полупродуктов для получения гербицидов, 

инсектицидов, антистатиков, поверхностно-активных веществ, 

ингибиторов коррозии металлов, лекарственных препаратов, моющих, 

дезинфицирующих средств и т. д.  

В настоящее время, с целью предупреждения возникновения 

и распространения инфекций, важное значение уделяется обеззара-

живанию объектов внешней среды дезинфектантами. Однако, следует 

отметить, что в результате изучения чувствительности к бактерии-

цидным средствам выявлен высокий процент устойчивых 

и среднеустойчивых к хлорамину (маркеру госпитальных штаммов) 

микроорганизмов [1, с. 72]. 

Поиск путей преодоления резистентности микроорганизмов 

является актуальной задачей современной медицинской химии. Одним 

из возможных решений данной проблемы является синтез новых 

или наделение существующих антимикробных препаратов новыми 

физико-химическими свойствами, а также получение эффективных 

композиций. 

При всём многообразии дезинфицирующих средств количество 

компонентов, входящих в их состав, весьма ограничено. В состав 

композиций входят такие активные действующие вещества 

как спирты, перекиси, надкислоты, фенолы, соединения катионного 

типа, альдегиды. Указанные соединения обладают определённым 

спектром противомикробной активности, которая и определяет 

эффективность дезинфицирующего средства. В некоторых случаях 

сочетание нескольких химических компонентов позволяет расширить 

спектр действия средства, однако, определяющее действие обеспе-

чивается основным химическим веществом, входящим в данный 



81 

состав. ЧАС используются в инфекционном контроле, входят в состав 

многих продуктов массового потребления и полностью удовлетворяют 

жестким требованиям, предъявляемым к дезинфицирующим 

средствам. Они обладают широким спектром противомикробной 

активности, являются малотоксичными для людей, а также 

экологически безопасными по отношению к обрабатываемым 

поверхностям. Выраженная антимикробная активность ненасыщенных 

четвертичных аммониевых солей предопределяет обоснованность 

синтеза и изучения их свойств, что позволит расширить масштабы 

практического применения таких соединений. 

Исследование функциональнозамещенных ЧАС подтвердило 

зависимость бактерицидного действия от химического строения. 

Как известно ЧАС, содержащие, в частности, 5-метил-2,4-гексадие-

нильную [2, с. 148], 4-пентен-2-инильную [3, с. 1904], бутин-2-

ильную [4, с. 97], пропен-2-ильную группу, а также их галоген-

производные [5, с. 65], проявляют выраженную антимикробную 

активность.  

Изучение антимикробной активности синтезированных нами 

ранее поверхностно-активных N,N'-(2-бутилен)бис[N-(алкилоксикар-

бонилметил) диметиламмоний хлоридов] [6, с. 544] показало, 

что водные растворы исследованных солей проявляют бактерицидное 

действие в отношении грамположительных и грамотрицательных 

микроорганизмов [7, с. 150]. Была выявлена зависимость бактерицидной 

активности указанных солей от длины гидрофобного алкильного 

радикала. 

В продолжение целенаправленных исследований по синтезу 

и изучению антимикробных свойств ЧАС с целью выявления наиболее 

эффективных из них нами на основе 1,4-бисдиметиламинобутина-

2 [8, с. 768] и 1,4-бисдиметиламино-2,3-дибромбутена-2 получены два 

ряда 1,4-бисаммониевых солей (Iа-д, IIа-г), содержащих наряду 

с обеспечивающим поверхностную активность гидрофобным алкило-

ксикарбонилметильным радикалом бутин-2-ильную или 2,3-

дибромбутен-2-ильную общую группу.  

Взаимодействием 1,4-бисдиметиламинобутина-2, полученного 

на основе 1,4-дибромбутина-2, с алкиловыми эфирами хлоруксусной 

кислоты синтезированы соответствующие 1,4-бисаммониевые соли Iа-д. 
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Br CH2C      CCH2Br
HN(CH3)2 (CH3)2NCH2C      CCH2N(CH3)2

CICH2COOR

(CH3)2NCH2C      CCH2N(CH3)2

CH2COOR CH2COOR
++

CI- CI-

 
 

Ш а-д К= С8Р17 (ф)б К= С9Р19 (б)б С10Р21 (в)б С11Р23 (г)б С12Р25 ( д)ю 

 

Синтез 1,4-бисаммониевых солей с 2,3-дибромбутен-2-ильной 

общей группой (IIа-г) осуществлен по схеме. 

 

(CH3)2NCH2C      CCH2N(CH3)2

Br2 (CH3)2NCH2C Br = CBrCH2N(CH3)2
CICH2COOR

(CH3)2NCH2CBr = CBrCH2N(CH3)2

CH2COOR CH2COOR

++

CI- CI-

 
 

II а-г R= C9H19 (a), C10H21 (б), C11H23(в), C12H25 (г). 

 

Изучение антимикробных свойств синтезированных ЧАС 

согласно общепринятой методике [9, с. 186] показало, что их 0,05—1 % 

водные растворы обладают бактерицидным действием в отношении 

эталонных штаммов золотистого стафилококка (штамм 906) 

и кишечной палочки (штамм 1257). Полученные результаты 

свидетельствуют, что антимикробная активность исследованных солей 

находится в зависимости как от длины алкильного радикала 

в сложноэфирной группе, так и от строения общей группы. 
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Таблица 1.  

Результаты антимикробной активности четвертичных 

аммониевых солей Iа-д, IIа-г 

Соеди- 

нение 
R 

Концен- 
трация, 

% 

Время гибели микроорганизмов, мин, 

Кишечная палочка 

(штамм 1257) 

Золотистый стафилококк 

(штамм 906) 

Iа C8H17 
1,0 

0,5 

15 

25 

10 

20 

Iб C9H19 
1,0 

0,5 

5 

20 

5 

15 

Iв C10H21 

0,5 

0,1 

0,05 

5 

15 

20 

5 

10 

15 

Iг C11H23 

0,5 

0,1 

0,05 

10 

20 

25 

5 

15 

20 

Iд C12H25 
0,5 
0,1 

0,05 

15 
25 

30 

15 
20 

30 

IIа C9H19 
1,0 

0,5 

5 

15 

5 

10 

Iб C10H21 

0,5 

0,1 

0,05 

5 

10 

15 

5 

5 

10 

IIв C11H23 

0,5 

0,1 

0,05 

5 

15 

20 

5 

5 

15 

IIг C12H25 

0,5 

0,1 

0,05 

10 

15 

20 

5 

10 

20 

 

Из данных, приведенных в таблице, видно, что наличие атомов 

брома в непредельной общей группе привело к некоторому усилению 

антимикробного действия. Наибольшей бактерицидной активностью 

обладает ЧАС IIб, содержащее децилоксикарбонилметильный радикал, 

0,1 % водный раствор которого обеспечивает гибель золотистого 

стафилококка и кишечной палочки в течение 10 и 5 мин 

соответственно. 
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Таким образом, синтезированные ЧАС могут быть использованы 

в качестве антимикробных средств, а также для получения на их 

основе эффективных бактерицидных композиций с широким спектром 

действия. 
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